QUANTENMECHANISCHES 2-ELEKTRONEN-PROBLEM

959

Das einfachste Beispiel fiir die Ortskorrelation der Elektronen
im quantenmechanischen 2-Elektronen-Problem

Von WERNER BRAUNBEK

Lehrstuhl fir Theoretische Physik der Universitiat Tiibingen
(Z. Naturforschg. 9a, 959—963 [1954]; eingegangen am 25. September 1954)

Das einfachste quantenmechanische 2-Elektronen-Problem wird durch zwei Elektro-
nen mit vernachlissigter Wechselwirkung gebildet, die sich eindimensional in einem
Kastenpotential mit unendlich hohen Potentialwinden bewegen. Fiir dieses Problem
von 2 Freiheitsgraden wird der Konfigurationsraum eine Ebene, iiber der die Wahrschein-
lichkeitsdichte in reinen Singulett- oder Triplett-Zustdnden auBerordentlich anschaulich
als ,,Wahrscheinlichkeitsgebirge‘ dargestellt werden kann. Die Betrachtung dieses Ge-
birges liefert einen unmittelbaren Eindruck von der Ortskorrelation der beiden Elek-
tronen. Thr Einflull auf die Abstands-Verteilung wird in einfacher Weise bestimmt.

I. Zwei Elektronen ohne Kopplung
im Potential-Kasten

pezialfille, die man ohne groBlen mathemati-
Sschen Aufwand streng durchrechnen kann, sind
stets von groffem Nutzen fiir den anschaulichen
Einblick in wichtige Ziige einer Theorie, selbst
dann, wenn sie infolge sehr weitgehender Idealisie-
rung keine sehr enge Parallele zu praktisch bevor-
zugten Fillen bilden.

Eines der interessantesten Ergebnisse der Quan-
tenmechanik ist die Ortskorrelation mehrerer gle:-
cher Teilchen, welche durch die Symmetrieforde-
rung an die Eigenfunktionen zustandekommt. In
den praktisch wichtigen Fillen selbst des einfach-
sten Mehrkorperproblems, des 2-Elektronen-Pro-
blems (He-Atom, H,-Molekiil), sind die Verhéltnisse
schon rein geometrisch reichlich verwickelt. Es
mag deswegen — schon im Hinblick auf die grof3e
Bedeutung, die diesen Fragen fiir die chemische
Bindung zukommt — niitzlich sein, diese Orts-
korrelation an einem denkbar einfachen Beispiel
zu betrachten.

Als dieses Beispiel wihlen wir das System von
zwei Elektronen, die sich beide nur entlang der
x-Achse (das Gesamtproblem wird dann 2-dimen-
sional und der Konfigurationsraum kann in der
Zeichenebene dargestellt werden) in einem gemein-
samen, moglichst einfachen Potentialfeld bewegen
kénnen. Die einfachsten eindimensionalen Poten-
tialfelder, die zu gebundenen Zustédnden fiihren,
sind das des harmonischen Oszillators und das
Kastenpotential mit unendlich hohen Potential-
wanden. Wenn auch der harmonische Oszillator
vor dem ,Reflexionsoszillator* den Vorzug hat,
im Zusammenhang mit seiner Beschrinkung auf

ein Fourier-Glied im klassischen Fall eine ein-
fachere z- und p-Matrix zu besitzen, und wenn
auch die Moglichkeit besteht, dall man den Fall
zweter Teilchen im harmonischen Kraftfeld (als
iiberhaupt einzigen) auch bei Beriicksichtigung der
Coulombschen Wechselwirkung zwischen ihnen
wenigstens in gewissen Fallen noch streng behan-
deln kann?, so charakterisiert doch die uniibertreff-
bare Einfachheit der Eigenfunktionen — nur cos-
und sin-Funktionen! — im Fall des Kastenpoten-
tials dieses als die einfachste Moglichkeit, die wir
der Betrachtung der Elektronenkorrelation im
2.Teilchen-Fall zugrunde legen kénnen. Dabei soll
die Coulomb-Kraft zwischen den beiden Elektro-
nen gar nicht in Rechnung gestellt werden, wie dies
ja vielfach der nullten Naherung von Stérungs-
rechnungen entspricht. Die durch die Symmetrie
der Eigenfunktionen bedingte Elektronenkorre-
lation, die ja mit dem Vorhandensein oder der
Stirke einer elektrischen oder magnetischen Kopp-
lung gar nichts zu tun hat, tritt dann fiir sich allein
um so klarer hervor.

Die beiden Elektronen seien also durch unend-
lich hohe Potentialwinde auf den Teil der x-Achse

—a/2 <z < +a2
beschriankt, im tibrigen kraftefrei. Thre beiden z-
Koordinaten nennen wir, um Indizes zu vermei-
den, nicht #;, und x,, sondern z und y, die beiden
Quantenzahlen des Systems % und /. Fiithren wir
noch die dimensionslosen Koordinaten

E=

1

4
2 % n=Y 1)

1 K. Husimi u. M. Otuka, Progr. Theor. Phys. 10,
173 [1953], § 7.
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ein, so sind die Eigenwerte und die normierten
Eigenfunktionen eines Elektrons im Potential-
kasten?

w2 h?
E,=RkE; E1=m (k=1,2,8...,
2
u"—l/z ¢n (k&) fir k{g;lrg;‘;gde_ (2)

Hieraus ergeben sich die Eigenwerte des aus beiden
Teilchen okne Coulomb-Wechselwirkung bestehen-
den Gesamtsystems:

Eyu=F+PE (kl1=123...) (3)

sowie seine normierten Eigenfunktionen im Singu-
lett-Zustand (Spins entgegengesetzt; Orts-Eigen-
funktionen symmetrisch in & und #):

V2
= =i (B8 5in () + 3 (16) 5 (k) } (k1)
2 4
= (k&) 2 (k) @)
und im 7Triplett-Zustand (Spins gleichgerichtet;
Orts-Eigenfunktion antimetrisch in & und #):

V2
——{Son (o) S () — e (U8) i (o)} (B £10).
)
Der Fall k=1 ist im Triplett-Zustand unméglich.

Die Entscheidung zwischen cos oder sin richtet
sich jeweils danach, ob im

Ugr =

Upy =

5 7 Argument k£ bzw. [ ungerade

?;j 256  oder gerade ist.
F Das Termschema des Sy-
s ~#  stems zeigt die Abb.1. Es
En » besteht aus einem Singulett-
£z , System und einem Triplett-
?y — - System, die nicht kombinie-
:" L, ren. Der Grundzustand des
572 : Triplett-Systems stimmt in
" .y der Energie mit dem ersten

Abb. 1. Termschema
des Modells mit Sin-
gulett- und Triplett-

angeregten Zustand des Sin-
gulett-Systems iiberein.
Die Wahrscheinlichkeits-

Termen.
dichte im Konfigurations-
,raum‘’ (der &n-Ebene) wird nach (4) und (5):
uy=A4A+B+C (k+1) (6)
s 2 2
mit A —— ¥ (k&) S (0),
2 2 2
B2 5 (18) S (k)
4

C=— gn (k&) gn (1€) Gin (kn) g (),

up =24, = 2B, (67)
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wobei das +-Zeichen in u2, fiir den Singulett-, das
—-Zeichen fiir den Triplett-Zustand gilt und w2,
ausschlielich fir den Singulett-Zustand.

Die Verteilung der Lage-Wahrscheinlichkeit eines
Teilchens allein (ohne Riicksicht auf die Lage des
anderen) erhilt man, indem man iiber die Koordi-
nate dieses anderen, z. B. y, von —a/2 bis +a/2
integriert. Das ,,Interferenzglied” C' liefert dabei
keinen Beitrag. So kommt:

+n[2
=a [ ”u (&) dny

—n[2

| (7)

=—{& (k& + 2 @8).

Dies ist gerade das arithmetische Mittel der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, die ein einzelnes Teil-
chen nach (2) im k-ten und im [-ten Zustand er-
geben wiirde.

Anders ist es, wenn man die Wahrscheinlichkeit
w’ (x) ausrechnet unter der Nebenbedingung, daf
die Lagekoordinate des anderen Teilchens einen
festen Wert y, haben soll. Hierzu ist einfach y =y,
(bzw. 57 =1)) in (6) einzusetzen. Jetzt liefert natiir-
lich im allgemeinen das Interferenzglied C' einen
Beitrag, und die Wahrscheinlichkeitsverteilung
w’ () ist fir jedes y, eine andere. Das eine Teilchen
richtet sich in seiner Aufenthaltswahrscheinlich-
keit nach der Lage des anderen (was mit der eigent-
lichen, elektrischen Kopplung zwischen den Teil-
chen, die ja hier gleich Null gesetzt worden ist,
nichts zu tun hat). Dies ist die quantenmechanische
Korrelation zwischen den beiden Elektronen, die
nachher an dem einfachen Beispiel genauer dis-
kutiert werden soll. Interessant ist dabei noch die
Feststellung, daf eine solche Korrelation bereits
ohne das Interferenzglied C' auftreten wiirde, da be-
reits der Ausdruck (4 + B) (der einfach der Nicht-
unterscheidbarkeit der Teilchen in einer primitiven
Weise Rechnung trigt) in der Art seiner Abhéngig-
keit von £ im allgemeinen wesentlich von dem ge-
wihlten Wert & =1, beeinflullt wird.

II. Die Wahrscheinlichkeitsdichte in der &7-Ebene
a) Singulett-Grundzustand; k=1=1
Hier kommt nach (6)

4
2. aoe2 E 2
Uy® =5 cos* & cos™y). (8)

2 S.z.B.S.Fliigge, u. H. Marschall, Rechenmeth.
d. Quantentheorie; 2. Aufl. 1952, S. 25 u. 181.
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Das,,Wahrscheinlichkeitsgebirge iber dem Grund-
quadrat 7z X 7w der &-Ebene ist in Abb. 2 mittels
Schichtlinien veranschaulicht. Es ist ein in & und ”
symmetrischer Berg. Da u,,? sich als Produkt einer
Funktion von & allein und einer Funktion von i

Abb. 2. Die Wahrscheinlichkeits- 7T
verteilung im Singulett-Grundzu-
stand.

= .,,;5

— T ——
allein darstellt, wird hier ausnahmsweise w’ (x) von
9, unabhangig. Die Hohenprofile des Berges sind
in parallelen Schnitten einander geometrisch dhn-
lich. Zwischen den beiden Elektronen besteht keine
Ortskorrelation. Jedes verhilt sich so, als ob das
andere nicht da ware. Dasselbe gilt iibrigens fiir
alle Zustdande I=k.

b) Die beiden Zustinde (k=1; [=2)

(erster angeregter Singulett-Zustand und Triplett-
Grundzustand).
Hier erhilt man nach (6):

A=

2
pD cos? & sin? 29,
2
e sin% 2& cos? 7, 9)

4 : :
C=700s§ sin 2& cos 7 sin 2.

Hieraus:

8
A+ B = — (sin% & 4 sin%7) cos? & cos? 7y, (10)

A+ B+C= :2
In Abb. 3, a—f, sind getrennt die Gebirge fiir 4, B,
C,(4+B), (A+ B+ C) und (4 + B— () mit-
tels Schichtlinien veranschaulicht. 4 besteht aus
zwei durch ein Null-Tal getrennten Riicken mit
W-0-Verlauf (die Zeichnungen sollen kurz karto-
graphisch mittels Himmelsrichtungen diskutiert
werden), B aus zwei ebensolchen in N-S-Richtung.
C besteht aus zwei Kuppen im NO und SW und
zwei damit konkruenten Senken im NW und SO.
Uberlagerung von A4 und B ergibt in Abb. 3d ein
Ringgebirge mit einer auf Null herabreichenden
Zentralsenke, 4 Gipfeln im NO usw. und dazwi-
schen 4 Sétteln (im N usw.). Es ist das einzige der
Gebirge mit 4-zahliger Symmetrie. Addition von
C hierzu bewirkt in Abb. 3e Kompensierung des
NW. und SO-Gipfels durch die entsprechenden

(sin & 4 sin 7)? cos? & cos? 7 .
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Senken von C, wihrend der NO- und SW-Gipfel
erhoht werden. So ergeben sich je ein Gipfel im
NO und SW, getrennt durch ein von NW nach SO
ziehendes Null-Tal. Umgekehrt ergibt Subtraktion
von C' von (4 + B) gerade die Kompensation der
beiden anderen Gipfel, so daB jetzt (Abb. 3f) die
beiden verbleibenden Gipfel durch ein von NO
nach SW ziehendes Null-Tal getrennt sind.

A und B, die je fiir sich allein die Wahrschein-
lichkeitsverteilung unterscheidbarer (also unglei-
cher) Teilchen darstellen, ergeben je fiir sich allein
keine” Korrelation zwischen den Teilchen, da sie
beide®einfache Produkte je einer & und einer -
Funktion sind. Dasselbe gilt auch fiir C, das jedoch
fiir sich allein keine physikalische Bedeutung hat.

i

- A
= L OO ©0)
\// M /9)’//\'3
b c
d e f

Abb. 3. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im ersten
angeregten Singulettzustand (e) und im Triplett-
Grundzustand (f) sowie ihre einzelnen Anteile (a—d).

DaBl in (4 + B), also schon ohne Zufiigung von
C, bereits eine Korrelation vorliegt, lehrt ein Blick
auf Abb. 3d. Das Hohenprofil im Schnitt 1 ist
offenbar durchaus verschieden vom Hohenprofil
etwa im Schnitt 2. Auch die wirklichen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen 3e und 3f (erster angeregter
Singulett-Zustand und Triplett- Grundzustand) zei-
gen eine Ortskorrelation der beiden Elektronen,
wenn auch eine wesentlich andere als (4 + B).

Der Sinn dieser Korrelation ist unmittelbar aus
den Figuren abzulesen. Im ersten angeregten Singu-
lett-Zustand (Abb. 3e) liegen die Stellen maxima-
ler Wahrscheinlichkeit im 1. und 3. Quadranten,
wo beide Teilchen in der rechten oder beide Teil-
chen in der linken Hélfte des Potentialkastens (und
zwar an derselben Stelle) sind. Fille, in denen beide
Teilchen symmetrisch zur Mitte liegen, entspre-
chen dem Null-Tal, kommen also nicht vor. Um-
gekehrt liegen beim Triplett-Grundzustand (Abb.
3f) die Stellen maximaler Wahrscheinlichkeit ge-
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rade da, wo sich beide Teilchen in verschiedenen
Hilften des Potentialkastens aufhalten. Koinzi-
denz beider Teilchen entspricht dem Null-Tal und
kommt nicht vor. Daraus ist ersichtlich, dafl im
Singulettfall, wo die Spins entgegengesetzt stehen,
die Teilchen kleine gegenseitige Abstande, im Tri-
plettfall, wo die Spins gleichgerichtet sind, grifere
gegenseitige Abstande bevorzugen.

Dies konnte zu dem Gedanken Anlall geben, dafl
Elektronen mit entgegengesetztem Spin eine Art
,,quantenmechanischer Anziehungskraft‘‘, Elektronen
mit gleichgerichtetem Spin eine Art ,,quantenmecha-
nischer Abstofungskraft’‘ aufeinander ausuben, die
natiirlich nichts mit den ,,wirklichen‘‘ elektrischen oder
magnetischen Wechselwirkungskriften, die wir ja hier
gleich Null gesetzt haben, zu tun haben dirften. Ein
solcher Gedanke entspricht aber nicht dem Sinn der
Ortskorrelation. Man kann die verianderte Wahrschein-
lichkeitsverteilung in keiner Weise durch Krifte der
iiblichen (und allein berechtigten) Definition, durch
GroBen, die dem Schwerpunkt eines Wellenpakets eine
Beschleunigung verleihen, deuten. Die Schwerpunkte
von Wellenpaketen bewegen sich in der Quantenmecha-
nik ja stets nach den klassischen Gesetzen wie Massen-
punkte unter der Einwirkung allein der ,,wirklichen‘
Krifte. DaBl nicht eine Art von Kriften an der Korre-
lation schuld sein kann, zeigen tubrigens schon die
Singulett-Zustinde mit =k, in denen keine Korre-
lation auftritt, also keine ,,Anziehung‘* zwischen den
Elektronen entgegengesetzten Spins sichtbar wird.

c) Sehr hoch angeregte Zusténde

Bei hoher angeregten Zustdnden werden die Ge-
birge komplizierter, und zwar sehr vielgipflig.
Schon bei 4 ziehen ja jetzt (k—1) parallele N-S-
Taler und (I—1) parallele W-O-Téler durch das
Bergmassiv. Qualitativ bleiben aber die Verhalt-
nisse dhnlich wie in dem so einfachen 1-2-Zustand.
Nur treten in uil sehr viele Maxima auf, und die
Ortskorrelation bewirkt eine immer geringere Ver-
schiebung dieser Maxima, wenn man von einem
Hohenprofil zu einem anderen iibergeht, je hoher
angeregte Zustinde man betrachtet. In diesem
Sinn kann man sagen, dal} die Ortskorrelation bei
héher angeregten Zustinden immer weniger her-
vortritt.

Interessiert man sich bei sehr hoch angeregten
Zustanden (k>1; I>1) nur fiir verwaschene Orts-
bestimmungen, deren Unschéirfe groB3 ist gegen den
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Abstand der jetzt sehr eng liegenden Maxima, so
kann man sich das ganze Wahrscheinlichkeitsge-
birge in seinen raschen Oszillationen ausgeglichen,
,,planiert’ denken. Man erhélt dann fiir C' einfach
die Null-Ebene, fiir 4 und B Ebenen in der Héhe
1/2a? fiir (4 + B) und (4 + B+ C) Ebenen in der
Hohe 1/a?. Innerhalb dieser Genauigkeitsgrenze
verschwindet dann jede Ortskorrelation.

ITI. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des gegenseitigen Abstandes der beiden Elektronen

Die Auswirkung der Ortskorrelation der beiden
Elektronen in dem betrachteten Beispiel auf ihren
gegenseitigen Abstand (und zwar die verschiedene
Auswirkung in den Singulett- und Triplett-Zustan-
den gleicher Energie) 1la3t sich statt nur iiberschléa-
gig durch die Betrachtung des Wahrscheinlichkeits-
gebirges iiber der Konfigurationsebene auch ganz
direkt dadurch erkennen, dafl man die Wahrschein-
lichkeitsverteilung W (s)ds des Elektronenabstan-
des s ermittelt. Man faft hierzu einfach alle Stellen
des Wahrscheinlichkeitsgebirges zusammen, deren
Koordinatendifferenz s=y—z in dem Intervall
zwischen s und s-+ds liegt, d. h. man integriert die
Funktion %2, iiber einen zur positiven Diagonale

parallelen infinitesimalen Streifen (Abb. 4). Da es
ry

ol
3
s
t X
74 Abb. 4. Zur Berechnung
der Abstandsverteilung.
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nur auf den Betrag |s| ankommen kann, geniigt
es, dies fiir s >0 auszufithren und dafiir mit 2 zu
multiplizieren. So erhélt man mit

o=Zlel=In—£l:
nt[2—6
Wish =22 [ g erods an
—n[2

=W (ls) £ W (s,
wobei W, dem Anteil (4 + B), W; dem Anteil C' in
u2, entspricht. Beide Integrale sind mit «3; nach (6)
elementar auswertbar und ergeben fiir [ + k:

2 * . k? .
m:ﬂ—a{(n—a)—mmn(2ka)+mSln(2lo’)}, (12)
- ko) cos (lo L in (ko) cos (2 - ko) sin (Io)
1=n—a{(ﬂ—G)COS(0’)COS( )—W__T)SIH(O')COS(O')-{-WCOS(O')Sln(o')l.
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In dem in IT schon ausfiihrlich behandelten Spe-
zialfall k=1, I=2 wird dies:

2 2 1.
(Woi2 = ﬁ{(ﬂ—d) + 3 sin QG—ESIH 40} ,
2
Mre =E{(n——a) cos ¢ cos 20 (13)

|

4 1 .
—{—?smo‘cos 2a—€coso-sm 201.

Der Verlauf von W,, (W,+ W;) und (W,— W,) nach
(13) ist in Abb. 5 dargestellt. Wegen der Normie-
rung haben alle 3 Kurven den Flicheninhalt 1. Wie
schon frither vermutet, hat die Kurve (W, + W))
fiir den Singulett-Zustand ihr Maximum beim Ab-
stand Null der Elektronen und fillt so steil ab,

Jr—i——=r——7=—5 e R
0 © gy

Abb. 5. Abstandsverteilung der beiden Elektronen im
ersten angeregten Singulett- (W, + W)) und im Triplett-
Grundzustand (W,—W,).

daB kaum 19, Wahrscheinlichkeit dafiir besteht,
daB die beiden Elektronen einen Abstand von
mehr als der Halfte der Breite des Potentialka-
stens haben. Dagegen ist im Triplett-Zustand die
Wahrscheinlichkeit fiir verschwindenden Abstand
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gerade Null und das Maximum der Wahrschein-
lichkeit liegt bei einem Abstand von 379, der
Kastenbreite.

Der sehr rasche Abfall von W, und erst recht
von (W,+ W,) bei Anndherung von |s| an a liegt
daran, daf3 nach (13) an der Stelle |s|=a bzw.o=n
die Funktion W, von 5. Ordnung, (W,+ W,) sogar
von 9. Ordnung verschwindet. Eine Reihenentwick-
lung von (13) an der Stelle o= ergibt ndmlich

16 3
76 Wy = = (1—0)8 ——- (A—0)7 + o

15 63 135
(n—o0)®—...,
16 32 04
aa (W)= _E(ﬂ—0)5+—63—(n—6)7—m
(—o)f®+...,
2
ma Wy +We= 55 (F— 0P+ ... (14)

Bei hoher angeregten Zustanden treten auch in
W, und W, immer kurzwelligere Oszillationen auf.
Fiir k>1, I>1 und |k—1|>1 werden zudem die
Faktoren der 2. und 3. Glieder in W, und W, nach
(12) sehr klein, so daB} sich beide im wesentlichen
auf die ersten Glieder reduzieren. Diese ergeben fiir
(Wo £ W,) die Gerade 2 (7—o)/na, die in Abb. 5 ge-
strichelt eingezeichnet ist, iiberlagert von sehr
kurzwelligen Oszillationen mit dem Mittelwert
Null. Fiithrt man also auch fiir die Abstandsmes-
sung eine Unschéirfe ein, welche ausreicht, die
Oszillationen auszubiigeln, so verlauft die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung des Abstandes wie die ge-
strichelte Gerade; die Wahrscheinlichkeitsdichte
nimmt sowohl im Singulett- wie im Triplett-Zu-
stand vom Abstand 0 bis zum Abstand a linear auf
Null ab. Dies ist gerade der Verlauf, den man auch
fiir zwei klassisch mit konstanter Geschwindigkeit
ohne Ortskorrelation hin- und herfliegende Massen-
punkte erhalten wiirde.



